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ОБ ИНВАРИАНТАХ ЛАПЛАСА 
УРАВНЕНИЯ БИАНКИ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 
Уравнением Бианки ряд авторов (см., например, [1]) назы­
вает уравнение со старшей частной производной вида 
где D1 = ап / дх1 дх2 · · · дхn, D2 - линейный дифференциаль­
ный оператор с переменными коэффициентами, содержащий 
лишь производные, получаемые из D1 отбрасыванием по край­
ней мере одного дифференцирования. 
Однородное уравнение Бианки порядка п = 3 может быть 
представлено в виде 
Uxyz + аиху + Ьиуz + CUxz + dих + еиу + fиz + gu =о. (1) 
Совокупность преобразований эквивалентности для (1) 
х=а(х), у=/З(у), z=-y(z), u=w(x,y,z)u. (2) 
Два уравнения вида (1) называются эквивалентными по функ­
ции [3, с. 117), если они переходят друг в друга при преобразо­
ваниях (2), в которых 
а(х) = х, fЗ(у) =у, -y(z) = z . 
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В 12] было показано , что два уравнения в11да (1) эквивалентны 
по функции тогда и только тогда, когда инварианты Лапласа 
Н1 = ау+ ас - d, Н2 = ах + аЬ - е, Нз = Сх + Ьс - f , 
Н4 = bz + аЬ - е. , Hs = Ьу + Ьс - f) нб = Cz +ас - d, 
Н7 = аху + bd +се+ af - 2аЬс - g, (3) 
Нв = byz + bd +се+ af - 2abr. - g, 
Hg = Cxz + bd +се+ af - 2аЬс - g 
одинаковы для обоих уравнений. 
Конструкции Н1, . .. , Нб использовались в [4J, [5] при по­
строении явных формул для функции Римана и решений урав­
нения (1) в квадратурах. 
Из результатов работы [2J непосредственно следует 
Теорема. Два уравнен:ия вида (1) с набора.ми инвариантов 
Лапласа Н1, Н2 , ... , Hg и Н1, Н2 , ... , Hg соответственно 
эквивалентны тогда u то.лысо тогда, когда въtnолняются ра­
венства 
Н1 = {31(y)1'( z )H1, 
Нз= с/(х){З'(у)Нз , 
Hs = а'(х){З'(у)Н s, 
Н2 = o:'(x)1'(z )H2, 
Н4 = a'(x)1'(z)H4 , 
Нб = /З'(у )1'(z )Н 6 , 
Hi = a'(x )f3'(y)1'(z)Hi, i = 7, 8, 9. 
Если искать допускаемый уравнением (1) оператор 
то оказывается, что часть системы определяющих уравнений 
составят 
171 
Известно [3, с. 99-100], что в таком случае алгебра Ли урав­
нения (1) есть L = Lr ЕВ L=, где алгебра Lr размерности т 
образована операторами вида 
а L= - типичная для линейных уравнений абелева подалгеб­
ра с оператором w(x, у, z)дu, где w - решение уравнения (1) . 
Ясно, что оператор идu допускается любым уравнением ( 1) , по­
этому указанный оператор можно включить в L 00 и считать , 
что O'(x,y,z) определяется в (4) с точностью до постоянного 
слагаемого. 
Введем в рассмотрение отношения 
Нз 
Р12 = Н5 , 
а также конструкции 
Рассмотрим задачу групповой классификации уравнений 
вида (1), для которых Р12, Р1з 1 Р2з и q4, q5, qв постоянны . При 
этом ограничимся случаями с Н7 , Н8 , Н9 , тождественно рав­
ными нулю . 
Сформулированная выше теорема позволяет рассматривать 
по одному конкретному уравнению в каждом классе эквива­
лентности. Кроме того, очевидно, что перестановки перемен­
ных позволяют не рассматривать конструкции 
Нв 
Рз2 = Hi, 
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q3 . 
Перечислим возможные случаи с указанными выше посто­
янными инвариантами преобразования (4) . Анализ определя­
ющих уравнений всюду нроводится аналогично изложенному 
в \3, с. 124-125] . 
Сначала перечислим варианты, которые характеризуются 
условиями: если Hi f О, то qi =О, i = 1, 6. 
1. Н2 =Нз= Н4 = Н5 =О, Н1 = Р2з, Н5 = 1. 
2. Нз = Н5 = О, Н1 = Р2з 1 Н2 = Р1з, Н4 = Нб = 1. 
3. Н1 = Р2з, Н2 = Р1з, Нз= Р12, Н4 = Hs = Н5 = 1. 
Следующие три варианта характеризуются условиями: если 
Hi f О, то qi f:. О, i = а. 
4 н - Н - Н - Н - О Н - (Р2э/q~ Н - ~ 
· 2 - З - 4 - 5 - , 1 - y+z) , б - (Y+ZY' 
5 н н о н 2p2з/qf Н 71з/q! Н ~ 
· 3 = 5 == ' 1 = (y+z) ' 2 = x+z) ' 4 = (X+zP 1 
Н5 = c:t~)2. 
6 Н 2v2:>./Qr. Н _ 2р1з/q! Н _ 2v12/Q5 Н _ ~ 
· 1 = ~, 2 - (x+z) , з - ~, 4 - Гх+zР ' 
Н = 2/qs Н = 2/q5 
5 cx+YF> б ~· 
Оставшиеся варианты носят <смешанный> характер: име-
ются как qi f:. О, так и qi =О. Здесь постоянные Р12, Р1з, Р2з, s1, 
s2 могут равняться нулю, но при этом либо одна из постоянных 
s1, s2 равна 1, либо обе . 
7 н - 2p2?./Q6 н - н = н = = 
· 1 - (y+z)2 , 2 - Р1з, з Р12, 4 s1 const, 
Hs = s2 = const, Н5 = с:{~)2. 
8 н - 2Р2:>./Qб Н - s - const Н = 
· 1 - (y+z)2 , 2 - 1 - , З 
н 2/qs Н _Jj_q_~_ = const, s = (х+у)2, б = (Y+ZY· 
Например, в случае 1 соответствующее уравнение имеет вид 
Uxyz + Р2ЗУUху + ZUxz + P23YZUx = О 
и допускает алгебру Ли операторов 
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где юнффициент е(х) произволен . Следовательно, допускае­
мая ;~анным уравнением алгебра Lr бесконечномерна, т = оо. 
Тi\ким образом, выделено 8 классов уравнений , которые до­
пускают алгебры Ли Lr, где т принимает значения 1, 3, 4 и оо. 
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